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Conjecture de type de Serre
et formes compagnons pour GSp4
F. Herzig∗ J. Tilouine†
Re´sume´
On pre´sente une conjecture de type de Serre sur la modularite´ d’une
repre´sentation galoisienne modulo p de rang 4 a` valeurs dans le groupe
symplectique. Nous supposons que la repre´sentation est irre´ductible et
impaire (au sens symplectique). Nous formulons la condition de modu-
larite´ en utilisant la cohomologie e´tale et la cohomologie de de Rham
alge´brique des varie´te´s de Siegel de niveau premier a` p. On se concentre
sur le cas ou` la repre´sentation est ordinaire en p et on donne une liste des
poids de Serre correspondante. Lorsque la repre´sentation est mode´re´e,
nous conjecturons que chaque poids de cette liste est re´alise´, et sinon,
nous de´crivons un sous-ensemble des poids de la liste qui doivent eˆtre
re´alise´s. Nous proposons une construction des classes de cohomologie de
de Rham qui re´alisent certains de ces poids a` l’aide du complexe BGG
dual.
Abstract
We present a Serre-type conjecture on the modularity of four-dimensional
symplectic mod p Galois representations. We assume that the Galois rep-
resentation is irreducible and odd (in the symplectic sense). The modu-
larity condition is formulated using the e´tale and the algebraic de Rham
cohomology of Siegel modular varieties of level prime to p. We concen-
trate on the case when the Galois representation is ordinary at p and we
give a corresponding list of Serre weights. When the representation is
moreover tamely ramified at p, we conjecture that all weights of this list
are modular, otherwise we describe a subset of weights on the list that
should be modular. We propose a construction of de Rham cohomology
classes using the dual BGG complex, which should realise some of these
weights.
∗Partiellement soutenu par la NSF (grant DMS-0902044 et accord DMS-0635607).
†Partiellement soutenu par le Projet Blanc ANR-10-BLAN 0114.
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1 Introduction
Dans cet article, on pre´sente une conjecture de type de Serre sur la mo-
dularite´ d’une repre´sentation galoisienne modulo p de rang 4 a` valeurs dans
le groupe symplectique ρ : Γ = Gal(Q/Q) → GSp4(Fp). Nous supposons la
repre´sentation irre´ductible et motiviquement impaire (c’est-a`-dire, que p = 2
ou bien que les espaces propres pour l’action de la conjugaison complexe pour
les deux valeurs propres 1 et −1 sont des plans lagrangiens). Nous proposons
une conjecture sur les poids, mais nous n’abordons pas la question des niveaux
de la varie´te´ de Siegel dans la cohomologie de laquelle ρ apparaˆıt.
La question de la modularite´ d’une telle repre´sentation, au moins lorsque
ρ|Ip est suppose´e ordinaire et de Fontaine–Lafaille de poids p-petits, a e´te´
pose´e par l’un des auteurs en 1995 ([28] et sect. 4 ci-dessous). Dans sa the`se,
le premier auteur a formule´ pour GLn/Q une conjecture de modularite´ de type
de Serre, en donnant la liste comple`te des poids re´guliers possibles lorsque ρ|Ip
est semi-simple. Le formalisme qu’il a de´veloppe´ est valide pour des groupes
re´ductifs plus ge´ne´raux. Il produit des syste`mes locaux en Fp-vectoriels associe´s
a` des Fp-repre´sentations irre´ductibles de GLn(Fp) sur les espaces localement
syme´triques de niveau premier a` p dans la cohomologie desquels devraient
exister des classes propres pour le syste`me de valeurs propres de Hecke associe´
a` ρ. Ces syste`mes locaux, appele´s poids de Serre, remplacent le poids k(ρ) de
la conjecture de Serre [25].
Nous discutons maintenant quelques conjectures et re´sultats dans le cas de
GSp4/Q qui expliquent plusieurs poids de cette conjecture de type de Serre.
On formule la condition de modularite´ en utilisant la cohomologie e´tale et la
cohomologie de de Rham alge´brique des varie´te´s de Siegel de niveau premier
a` p, et on se concentre sur le cas ou` ρ est ordinaire en p. Dans le cas ou` ρ|Ip
est de plus mode´re´ment ramifie´e, nous explicitons les poids de Serre pre´dits.
En ge´ne´ral, notre liste compte vingt e´le´ments. Parmi ceux-ci, huit ont une in-
terpre´tation en termes de formes compagnons (p-ordinaires). Ils correspondent
de manie`re naturelle a` des twists de ρ par des puissances convenables du ca-
racte`re cyclotomique modulo p comme pour les formes compagnons dans la
conjecture de Serre [14]. Quant aux douze autres poids on peut au moins ex-
hiber, dans le cas ou` la restriction ρ|Dp a` tout le groupe de de´composition est
totalement de´compose´e, des rele`vements cristallins avec les poids de Hodge–
Tate correspondants (voir la proposition 4.17 ci-dessous).
Par ailleurs, lorsque ρ est p-ordinaire non ne´cessairement mode´re´e, d’expo-
sants i0 = 0 ≤ i1 < i2 ≤ i3 < p− 1, nous conjecturons l’existence d’une forme
cuspidale holomorphe propre p-ordinaire de poids (k, ℓ) pour ℓ = i1 + 2 et
k = i2+1, de niveau premier a` p et de repre´sentation galoisienne re´siduelle ρ.
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Sous des hypothe`ses de de´composabilite´ partielle de ρ|Ip , il y a trois twists de
ρ pour lesquelles nous conjecturons qu’ils sont associe´s a` des formes cuspidales
cohomologiques (holomorphes ou de Whittaker) de niveau premier a` p et or-
dinaires en p. Il y a quatre autres twists de ρ pour lesquels nous conjecturons
aussi qu’ils sont associe´s a` des formes cuspidales cohomologiques ordinaires,
mais qui dans notre approche ge´ome´trique semblent moins accessibles.
Comme on le de´crira avec plus de de´tails dans la section 5, ces quatre pre-
miers twists correspondent de manie`re naturelle aux repre´sentants de Kostant
dans le groupe de Weyl de GSp4 modulo le groupe de Weyl du sous-groupe de
Levi du parabolique de Siegel. Dans un travail re´cent [30], le deuxie`me auteur
de´montre l’existence d’une forme cuspidale p-adique (et conjecturalement clas-
sique) dans le Cas 1, sous certaines hypothe`ses globales. La me´thode consiste
a` ge´ne´raliser le travail de Faltings–Jordan en utilisant le complexe BGG dual
(introduit par [8], et e´tudie´ dans [22] et [24]). Il se peut que les deux autres
cas non-triviaux puissent se de´montrer avec la meˆme me´thode, mais avec des
difficulte´s techniques supple´mentaires.
Cependant, notons que, apre`s une version ante´rieure de cet article, notre
conjecture pour les huit poids qu’on vient de mentionner a e´te´ re´cemment
e´tablie par Gee et Geraghty [11] par une me´thode de rele`vement automorphe
d’une repre´sentation galoisienne re´siduelle modulaire.
Notons que [35] e´tudie une question pre´alable a` des ge´ne´ralisations ulte´rieures
de la conjecture de type de Serre : e´tant donne´H re´ductif surQp et Gal(Q/Q)→
H(Qp) un homomorphisme ≪ ge´ome´trique ≫, quel est le meilleur groupe re´ductif
G/Q sur lequel chercher une repre´sentation automorphe π et une repre´sentation
r : LG → H telles que ρ = r ◦ ρπ (ρπ associe´e a` π par la correspondance de
Langlands). Par exemple, pour nous si H = GSp4, la re´ponse est G = GSp4
et r = spin.
Le plan de l’article est le suivant. Dans la section 2 on introduit les no-
tations lie´es au groupe GSp4 et on discute la condition d’ordinarite´ dans la
section 3. Puis on e´nonce les conjectures de type de Serre dans la section 4,
on donne une explicitation de la liste des poids et on de´crit les rele`vements
cristallins correspondants dans le cas totalement de´compose´. Ensuite on e´tudie
dans la section 5 en de´tail les twists de ρ qui correspondent a` des formes com-
pagnons et e´nonce les conjectures correspondants. Finalement, en section 6 on
esquisse la me´thode, utilisant le complexe BGG dual, qui fournit une forme
compagnon (modulo p puis un rele`vement p-adique) dans le premier cas.
Remerciements : Le premier auteur tient a` remercier Matthew Emerton,
Toby Gee et David Geraghty pour des discussions utiles, ainsi que l’I.H.E´.S.,
l’Universite´ de Paris 7 et l’IAS ou` une partie de ce travail a e´te´ re´alise´e. Le
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second auteur remercie Kyoto University, Columbia University et l’Academia
Sinica de Taipei ou` une partie de ce travail a e´te´ re´alise´e, pour leur hospitalite´.
Les auteurs remercient enfin le rapporteur dont les remarques ont ame´liore´ la
qualite´ de cet article.
2 Notations
Soit (V, ψ) un Z-module symplectique unimodulaire de rang 4, de base
(e1, e2, e3, e4) avec ψ(e1, e4) = ψ(e2, e3) = 1 et ψ(ei, ej) = 0 si i ≤ j autres que
(1, 4) et (2, 3). La matrice de ψ dans cette base est
J =

0 0 0 1
0 0 1 0
0 −1 0 0
−1 0 0 0

Soit G = GSp4(V, ψ) = {X ∈ GL4 :
tXJX = ν · J} le sche´ma en groupes
re´ductif connexe sur Z des similitudes de (V, ψ). Le facteur de similitude ν
de´finit un caracte`re νsim : G → Gm ; son noyau est le Z-sche´ma en groupes
Sp4.
Soit s =
(
0 1
1 0
)
, s′ =
(
0 1
−1 0
)
, et 12 =
(
1 0
0 1
)
. On note B = TN ,
resp.Q =MU , P =M1U1 les de´compositions de Levi standard du sous-groupe
de Borel B de G stabilisateur du drapeau 〈e1〉 ⊂ 〈e1, e2〉, du parabolique
de Siegel Q stabilisateur du plan isotrope 〈e1, e2〉, resp. du parabolique de
Klingen P stabilisateur de la droite 〈e1〉. On a
T =


t1 0 0 0
0 t2 0 0
0 0 ν · t−12 0
0 0 0 ν · t−11

 ,
N =


1 x ∗ ∗
0 1 ∗ ∗
0 0 1 −x
0 0 0 1

 ∩G,
Q =
{(
A C
0 D
)}
∩G,
M =
{(
A 0
0 D
)
; tAsDs = ν · 12
}
,
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U =
{(
12 C
0 12
)
; sC syme´trique
}
,
P =

 a ∗ ∗0 A ∗
0 0 detA · a−1
 ;A ∈ GL2
 ∩G.
Notons que dans cette notation certaines e´toiles (resp. certains ze´ros) repre´sentent
des matrices 1× 2 ou 2× 1. De meˆme, avec ces notations, on a
M1 =

 a 0 00 A 0
0 0 detA · a−1
 ;A ∈ GL2
 ,
U1 =


1 x y ∗
0 1 0 y
0 0 1 −x
0 0 0 1

 .
SoitWG = NG(T )/T le groupe de Weyl de (G,T ). Son action sur le groupe
des caracte`res est donne´e par w · λ(t) = λ(w−1tw). Il est engendre´ par (les
classes de) s0 =
(
s 02
02 s
)
et s1 =
 1 0 00 s′ 0
0 0 1
. Il admet la pre´sentation :
WG = 〈s0, s1; s
2
0, s
2
1, (s0s1)
4〉.
Le groupe de Weyl WM de M est engendre´ par s0. On a un syste`me de
repre´sentants de Kostant de WM\WG donne´ par W
M = {14, s1, s1s0, s1s0s1}.
Soit X(T ) (resp. Y (T )) le groupe des caracte`res (resp. cocaracte`res) de T .
On identifie X(T ) au re´seau de Z3 des triplets (a, b; c) ∈ Z3 avec c ≡ a + b
(mod 2) par la formule
λ : t = diag(t1, t2, νt
−1
2 , νt
−1
1 ) 7→ t
a
1t
b
2ν
(c−a−b)/2.
Notons qu’on a alors λ(diag(z, z, z, z)) = zc. Avec ces notations, notre choix
des racines simples de G est α0 = (1,−1; 0) et α1 = (0, 2; 0) ; α0 est la racine
courte. De plus, le facteur de similitude νsim : G → Gm de´fini le poids de co-
ordonne´es (0, 0; 2). Notons X(T )+ = {(a, b; c) ∈ X(T ) : a ≥ b ≥ 0} l’ensemble
des poids dominants. Les αi correspondent aux re´flexions si. L’e´le´ment s1s0,
resp. s1s0s1, envoie (a, b; c) sur (b,−a; c), resp. sur (−b,−a; c).
Soit (Ĝ, B̂, T̂ ) le groupe re´ductif dual de (G,B, T ), de´termine´ a` isomor-
phisme pre`s. Fixons un isomorphisme entre les donne´es radicielles base´es
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ψ0(Ĝ) ∼= ψ0(G)
∗. Alors le groupe WG s’identifie canoniquement au groupe
de Weyl WĜ = NĜ(T̂ )/T̂ de Ĝ.
Fixons de plus des e´pinglages de (G,B, T ) et de (Ĝ, B̂, T̂ ). Alors l’isomor-
phisme spin : Ĝ ∼= G respecte ces e´pinglages et induit un certain isomor-
phisme ψ0(Ĝ) ∼= ψ0(G) sur les donne´es radicielles base´es, ce qui le caracterise.
On donne une formule explicite pour ce dernier isomorphisme dans la sec-
tion 4, e´quation (2). L’isomorphisme spin applique le groupe de Weyl WĜ
isomorphiquement sur WG = NG(T )/T . Le compose´
ι :WG =WĜ
spin
−→WG
induit un automorphisme qui e´change les deux ge´ne´rateurs s0 et s1. Notons
que ceci est compatible avec l’invariance de la pre´sentation deWG par e´change
de s0 et s1. Voir [22] pour les de´tails. Ainsi, via ι, s1s0 agit par (a, b; c) 7→
(−b, a; c), et s1s0s1 agit par (a, b; c) 7→ (−a, b; c).
3 Ordinarite´
Conside´rons une repre´sentation cuspidale π de GSp4(A) dont la compo-
sante a` l’infini est dans la se´rie discre`te holomorphe de parame`tre de Harish-
Chandra (a+2, b+1; a+b) avec a ≥ b ≥ 0 ; en posant k = a+3 et ℓ = b+3, la
construction de Harish-Chandra permet de lui associer des formes modulaires
holomorphes de poids (k, ℓ) avec k ≥ ℓ ≥ 3. On fixe une telle forme, que l’on
note f .
Soit Γ = Gal(Q/Q) ; fixons un nombre premier p et conside´rons la repre´sentation
galoisienne
ρπ,p = ρf,p : Γ→ GSp4(Qp)
non ramifie´e hors de Ram(π)∪{p,∞} et telle que le polynoˆme caracte´ristique
du Frobenius arithme´tique φℓ en ℓ 6= p, ℓ 6∈ Ram(π) soit le polynoˆme de Hecke
Pπ,ℓ(X), c’est-a`-dire le polynoˆme tel que Pπ,ℓ(ℓ
−s) soit l’inverse du facteur
d’Euler en ℓ de la fonction L spinorielle de π de´cale´e de k+ℓ−32 . On note aussi
Pf,ℓ(X) = Pπ,ℓ(X).
L’existence de cette repre´sentation re´sulte des travaux de R. Taylor [27],
Laumon [20] et Weissauer [32], [33], dont la dernie`re re´fe´rence e´tablit la sym-
plecticite´.
Soit Hq la Z-alge`bre de Hecke sphe´rique de G en q (c’est le Z-module des
fonctions a` support compact surG(Qq), biinvariantes par G(Zq)). On note Tq,1,
Tq,2, resp. Tq,0 les ge´ne´rateurs de Hq associe´s a` diag(1, 1, q, q), diag(1, q, q, q
2),
resp. diag(q, q, q, q).
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Pour tout premier q ou` π est non ramifie´e, on de´finit les valeurs propres
aq,i des ope´rateurs de Hecke Tq,i (i = 1, 2).
De´finition 3.1. Supposons que π est non ramifie´ en p. On dit que π est
ordinaire en p (ou p-ordinaire) si l’une des conditions e´quivalentes suivantes
est satisfaite.
• ordp(ap,1) = 0 et ordp(ap,2) = b = ℓ− 3.
• On peut ordonner les racines du polynoˆme de Hecke
Pπ,p(X) = Pf,p(X) = (X − α)(X − β)(X − γ)(X − δ)
de sorte que ordp(α) = 0, ordp(β) = ℓ− 2, ordp(γ) = k − 1 et ordp(δ) =
k + ℓ− 3.
L’e´quivalence provient de la formule Pf,p(X) = X
4−ap,1X
3+(pap,2+2p
k+ℓ−3η(p))X2−
pk+ℓ−3ap,1η(p)X + (p
k+ℓ−3η(p))2, ou` η de´signe le caracte`re de Dirichlet don-
nant la partie finie du caracte`re central de π (on l’appelle aussi le Nebentypus
de f) ; pour cette formule, voir sect. 3.5 de [26]. On dit aussi que la forme f
est p-ordinaire.
Remarque 3.2. Les valuations des racines de Pf,p(X) sont deux a` deux dis-
tinctes par la condition k ≥ ℓ ≥ 3. De plus, ap,1 ≡ α (mod mZp).
Soit O un anneau de valuation discre`te fini et plat sur Zp contenu dans Qp
suffisamment grand pour que ρ soit de´finie dessus, c’est-a`-dire qu’il existe un
O-re´seau L stable par ρ. Soit ̟ un parame`tre uniformisant de O, κ = O/(̟)
et soit ρf,p : Γ→ GSp4(κ) la repre´sentation de Γ sur L/̟L.
Soit Dp un groupe de de´composition en p dans Γ ; soit Ip ⊂ Dp son sous-
groupe d’inertie. Soit ǫ, resp. ω le caracte`re cyclotomique p-adique, resp. mo-
dulo p. Pour tout nombre u (p-adique ou mod p) on note nr(u) le caracte`re
non-ramifie´ deDp qui envoie le Frobenius arithme´tique sur u. Si π est ordinaire
en p ([16], [29]), on a par [31] :
ρf,p|Dp ∼

ǫk+ℓ−3nr
(
δ
pk+ℓ−3
)
∗ ∗ ∗
0 ǫk−1nr
(
γ
pk−1
)
∗ ∗
0 0 ǫℓ−2nr
(
β
pℓ−2
)
∗
0 0 0 nr(α)
 ,
donc
ρf,p|Ip ∼

ǫk+ℓ−3 ∗ ∗ ∗
0 ǫk−1 ∗ ∗
0 0 ǫℓ−2 ∗
0 0 0 1

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et aussi
ρf,p|Ip ∼

ωk+ℓ−3 ∗ ∗ ∗
0 ωk−1 ∗ ∗
0 0 ωℓ−2 ∗
0 0 0 1
 .
4 Conjecture de type de Serre pour GSp4
Soit S un ensemble fini de places deQ contenant p et∞. Pour chaque ℓ ∈ S,
on fixe un sous-groupe d’inertie Iℓ ⊂ Γ. Soit κ un corps fini de caracte´ristique p.
Fixons une fois pour toutes un isomorphisme Qp
∼
−→ C.
Soit ρ : Γ → GSp4(κ) une repre´sentation S-ramifie´e, c’est-a`-dire un ho-
momorphisme continu tel que ρ(Iℓ) = 1 pour tout nombre premier ℓ 6∈ S.
Supposons que ρ soit absolument irre´ductible. Dans [26], l’un des auteurs a
conjecture´ que, sous l’hypothe`se que ρ est modulaire (c’est-a`-dire provient
d’une forme cuspidale cohomologique π non ramifie´e en p pour GSp4(A)) et
que sa restriction a` Dp est triangulaire supe´rieure avec des caracte`res sur la
diagonale deux a` deux distincts, il en est de meˆme pour ses de´formations de
meˆme type (un ordre des caracte`res de la diagonale e´tant fixe´).
Il a introduit ([28], section 9) une condition ne´cessaire de modularite´ pour
ρ, appele´e l’imparite´ motivique : ρ est dite motiviquement impaire si p = 2 ou
νsim◦ρ(c) = −1 (pour une conjugaison complexe c) ou, de manie`re e´quivalente
si
ρ(c) ∼

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1
 ,
la conjugaison ayant lieu dans GSp4.
Il a pose´ la question suivante (Cours au Tata Institute, 1995, non publie´) :
si la repre´sentation ρ est absolument irre´ductible, motiviquement impaire et
p-ordinaire d’exposants i0 ≤ i1 ≤ i2 ≤ i3 (voir l’e´quation (1) ci-dessous) ou`
les ij sont deux a` deux distincts avec i3 − i0 < p − 1, provient-elle d’une
repre´sentation cuspidale de GSp4(A) avec π∞ dans la se´rie discre`te ?
On peut formuler une conjecture le´ge`rement plus ge´ne´rale et plus pre´cise.
Supposons que la repre´sentation ρ est p-ordinaire. On a donc a` conjugaison
pre`s dans GL4 :
(1) ρ|Dp ∼

ωi3nr(u3) ∗ ∗ ∗
0 ωi2nr(u2) ∗ ∗
0 0 ωi1nr(u1) ∗
0 0 0 ωi0nr(u0)
 .
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Apre`s torsion par une puissance de ω, on peut supposer que les exposants
satisfont i0 = 0 ≤ i1 ≤ i2 ≤ i3 et ij ≤ j(p − 2) pour j = 1, 2, 3. On a
ne´cessairement i0 + i3 = i1 + i2. Cette relation est e´vidente sous l’hypothe`se
i3 < p−1, mais en fait, elle est toujours satisfaite car on peut toujours supposer
que la conjugaison (1) a lieu dans GSp4, comme nous l’a fait remarquer D.
Prasad (lettre a` l’un des auteurs).
Notons que ce choix d’entiers croissants ij ∈ Z n’est pas unique en ge´ne´ral,
meˆme si on impose ij ≤ j(p−2). Une fois un tel ordre fixe´, supposons en outre
que i1 < i2 ; il existe alors un couple unique d’entiers (k, ℓ) avec k ≥ ℓ ≥ 2 tel
que i1 = ℓ − 2 et i2 = k − 1. Si de plus les ij sont deux a` deux distincts, on
a meˆme ℓ ≥ 3 de sorte qu’il existe (a, b) avec a ≥ b ≥ 0 tel que i1 = b + 1 et
i2 = a+ 2, et k = a+ 3, ℓ = b+ 3.
Nous appelerons (k, ℓ) le poids modulaire du couple (ρ, (ij)j=1,...,3) constitue´
de la repre´sentation p-ordinaire ρ et de la suite ordonne´e (0, i1, i2, i3) des ex-
posants.
De´finition 4.1. On dira que les exposants sont p-petits si apre`s torsion par
une puissance de ω, on a 0 = i0 ≤ i1 ≤ i2 ≤ i3 < p− 1 .
Dans ce cas, le couple d’entiers (k, ℓ) satisfait la condition k+ℓ−3 < p−1.
Conjecture 0. Soit (ρ, (ij)j) un couple constitue´ d’une repre´sentation irre´ductible
motiviquement impaire et p-ordinaire et d’un ordre des exposants avec i0 = 0,
i1 < i2. Supposons ces exposants p-petits. Soit (k, ℓ) son poids modulaire. Sup-
posons que ρ soit de Fontaine–Laffaille en p (de poids dans [0, p−2]) ; il existe
alors une forme cuspidale holomorphe f de poids (k, ℓ), p-ordinaire et de ni-
veau premier a` p, associe´e a` ρ, au sens que ρf,p est isomorphe a` ρ.
Remarque 4.2. On peut montrer que lorsque les exposants sont deux a`
deux distincts, la repre´sentation ρ est de Fontaine–Laffaille en p de poids
dans [0, p − 2], en bref FL[0,p−2], si et seulement si les e´toiles de la premie`re
surdiagonale de ρ|Dp sont peu ramifie´es au sens de Serre. Cette condition se
produit toujours, sauf s’il existe j tel que ij+1 = ij+1 et uj+1 = uj (lorsqu’au-
cun tel j n’existe, on peut trouver la construction d’un rele`vement cristallin
dans le lemme 7.6.7 de [11], par exemple). Ainsi la condition FL[0,p−2] est
≪ ge´ne´riquement satisfaite ≫.
Pre´ambules a` la the´orie des poids de Serre :
Lorsque ρ est de Fontaine–Laffaille en p, la forme f conjecturale intervient
dans la cohomologie de de Rham de la varie´te´ de Siegel X de niveau premier
a` p, a` coefficients dans le fibre´ a` connexion associe´ a` la repre´sentation Vλ de
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GSp4 de plus haut poids λ = (a, b; a + b) dans les notations de [8], chap. VI.
Cette remarque est en accord avec la terminologie de [29], par exemple, ou`
l’on dit qu’un poids (k, ℓ) avec k ≥ ℓ ≥ 3 est cohomologique.
Par des the´ore`mes de comparaison classiques, le syste`me de valeurs propres
de Hecke de f intervient aussi dans la cohomologie e´tale H3et(X ⊗Q, Vλ(Qp))
du syste`me local associe´ a` la repre´sentation Vλ. Lorsque la repre´sentation
re´siduelle ρ est absolument irre´ductible, pour tout choix fixe´ d’un Zp-re´seau
stable Vλ, il en re´sulte que la re´duction modulo p du re´seau
Im
(
H3et(X ⊗Q, Vλ(Zp))→ H
3
et(X ⊗Q, Vλ(Qp))
)
contient la contragre´diente ρ∨ de ρ.
On se propose de donner dans ce qui va suivre une formulation de la
question de la modularite´ cohomologique de ρ purement en caracte´ristique p,
sans aborder la question de l’existence d’un rele`vement automorphe classique
en caracte´ristique ze´ro. Il faut cependant a priori distinguer la question de
l’existence d’une classe de cohomologie de de Rham modulo p ou d’une classe
de cohomologie e´tale a` coefficients dans des syste`mes locaux en Fp-vectoriels,
qui repre´sente ρ. On dit qu’une classe de cohomologie de de Rham c repre´sente
ρ si elle est propre pour les correspondances de Hecke pour tout ℓ /∈ S ∪ {p}
premier, et que le polynoˆme de Hecke Pc,ℓ(X) est le polynoˆme caracte´ristique
de l’image du Frobenius (ge´ome´trique) par la contragre´diente ρ∨.
La comparaison entre les deux formulations, celle en termes d’une classe de
cohomologie de de Rham, et celle en termes d’une classe de cohomologie e´tale,
repose sur la validite´ du the´ore`me de comparaison e´tale–cristallin modulo p
[7] de Faltings. Les poids permis a priori pour ce the´ore`me de comparaison
modulo p, sont les (k, ℓ) tels que k ≥ ℓ ≥ 3 avec k + ℓ − 3 < p − 1 qui cor-
respondent, comme on le verra, a` des points entiers de l’alcoˆve fondamentale,
alors que la conjecture ci-dessous qui donne les poids de Serre possibles pour
une repre´sentation re´siduelle ρ fait intervenir des poids p-restreints qui peuvent
eˆtre ne´anmoins hors de cette alcoˆve. Pour ces poids, la comparaison modulo p
n’est pas valable, a` moins que ces classes ne se rele`vent en caracte´ristique nulle
car la limitation sur les poids pour le the´ore`me de comparaison disparaˆıt alors.
Le travail re´cent d’un des auteurs [15], a permis de formuler une conjec-
ture presque comple`te dans le cas de GLn lorsque la repre´sentation galoisienne
re´siduelle est mode´re´e en p. Elle est exprime´e en termes de classes de coho-
mologie singulie`re a` coefficients dans des syste`mes locaux en Fp-vectoriels, et
non pas en termes de cohomologie e´tale, puisqu’il n’y a pas en ge´ne´ral d’ac-
tion de Galois sur la cohomologie des espaces localement syme´triques, non
alge´briques, associe´s a` GLn.
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Dans le cas de G = GSp4, l’objet de la pre´sente section est de spe´cifier,
sous des hypothe`ses similaires, les syste`mes locaux e´tales en Fp-vectoriels sur
la varie´te´ de Siegel sur Q de niveau premier a` p dans la cohomologie des-
quels la contragre´diente ρ∨ intervient. Ces syste`mes locaux sont associe´s a`
des repre´sentations irre´ductibles du groupe fini G(Fp) sur Fp qu’on appelera
poids de Serre. A posteriori, on peut interpre´ter la question de 1995 comme
celle de l’existence de l’une d’entre elles, de plus haut poids (a, b; a+ b). Nous
donnons ici la liste comple`te des poids de Serre re´guliers (voir de´f. 4.6) pour
ρ p-ordinaire mode´re´e.
Nous commenc¸ons en posant la de´finition suivante.
De´finition 4.3. Un poids de Serre est une repre´sentation irre´ductible du
groupe fini G(Fp) sur Fp, a` isomorphisme pre`s.
Cette notion apparaissait implicitement dans [2] pour GL2 puis a e´te´ uti-
lise´e syste´matiquement dans [1] et [5].
Jusqu’a` la prop. 4.11 on conside´rera G comme groupe sur Fp. Pour λ ∈
X(T ) dominant, le G-module dit de Weyl dual est de´fini par l’induction
alge´brique
W (λ) = IndGB−(Fp(λ))
= {f ∈Mor(G,A1) : f(bg) = λ(b)f(g)∀ g ∈ G, b ∈ B−}
ou` B− de´signe le Borel oppose´ de B. Le plus grand G-sous-module semisimple
F (λ) := socGW (λ) est isomorphe au G-module simple de plus haut poids λ
[18], II.2.4.
De´finition 4.4. On introduit le sous-ensemble X1(T ) de X(T ) des poids p-
restreints,
X1(T ) = {λ ∈ X(T ) : 0 ≤ 〈λ, α
∨
i 〉 < p ∀i}
= {(a, b; c) ∈ X(T ) : 0 ≤ a− b < p, 0 ≤ b < p},
ainsi que le sous-groupe
X0(T ) = {λ ∈ X(T ) : 〈λ, α∨i 〉 = 0 ∀i}
= {(0, 0; c) : c ∈ 2Z}.
Comme G′ ∼= Sp4 est simplement connexe, on a par une ge´ne´ralisation
simple d’un the´ore`me classique de Steinberg (voir [15], prop. 1.3 dans l’appen-
dice).
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Proposition 4.5. Tout poids de Serre est la restriction aux points Fp-rationnels
d’un G-module simple F (λ) avec λ ∈ X1(T ). Si λ, λ
′ ∈ X1(T ) on a F (λ) ∼=
F (λ′) comme repre´sentation de G(Fp) si et seulement si λ−λ
′ ∈ (p−1)X0(T ).
De´finition 4.6. Un poids de Serre F est dit re´gulier si F ∼= F (λ) avec 0 ≤
〈λ, α∨i 〉 < p− 1 pour i = 1, 2. On dit de meˆme qu’un tel λ est p-re´gulier et on
note Xre´g(T ) ⊂ X1(T ) l’ensemble des poids p-re´guliers.
En particulier, il y a p2(p− 1) poids de Serre dont (p− 1)3 sont re´guliers.
Soit X le mode`le canonique, de´fini sur Q, de la tour (XK)K des varie´te´s de
Shimura pourG dont le niveauK parcourt l’ensemble des sous-groupes ouverts
compacts de G(Ẑ) = G(Ẑp) × G(Zp) de la forme K = K
p × G(Zp) pour un
Kp arbitraire de niveau premier a` p. Soit f : A → X la varie´te´ abe´lienne
universelle principalement polarise´e avec structure de niveau premier a` p. En
fixant un point ge´ome´trique x de X, on obtient une repre´sentation continue
φx : π1(X,x) → GSp(Ax[p]
∨) ∼= G(Fp) associe´e au faisceau e´tale localement
constant R1f∗Z/p. Pour toute repre´sentation (W, r) de G de´finie sur Fp, la
compose´e r ◦ φx fournit par la the´orie du π1 un faisceau e´tale localement
constant WX sur X.
De´finition 4.7. On dit que ρ est modulaire de poids de Serre F (λ) si sa
contragre´diente ρ∨ intervient comme sous-repre´sentation du Γ-moduleH
q
et(X×
Q, F (λ)X ). On noteW(ρ) l’ensemble de ces poids de Serre, etWre´g(ρ) le sous-
ensemble de ceux qui sont re´guliers.
Supposons maintenant que ρ soit mode´re´ment ramifie´e en p. Pour e´noncer
la conjecture, on va de´finir une repre´sentation V (ρ|Ip), de dimension finie sur
Qp, du groupe fini G(Fp), ainsi qu’un ope´rateur R envoyant les poids de Serre
vers les poids de Serre re´guliers.
Commenc¸ons par l’operateur R. Soient ρ˜ = (2, 1; 3) ∈ X(T ) la demi-
somme des racines positives a` translation par X0(T ) pre`s, et w0 = (s0s1)
2
l’e´le´ment le plus long de WG. Si w ∈WG et µ ∈ X(T ) on note
w q µ = w(µ + ρ˜)− ρ˜.
Pour tout µ ∈ X(T ) on de´finit F (µ)re´g de la manie`re suivante : on choisit
µ′ ∈ Xre´g(T ) tel que µ − µ
′ ∈ (p − 1)X(T ) et on pose F (µ)re´g = F (µ
′). Il est
facile de ve´rifier que c’est inde´pendant du choix de µ′. Finalement on de´finit
R(F (λ)) := F (w0 q (λ− pρ˜))re´g.
Passons a` V (ρ|Ip). Dans ce qui suit, on utilisera le groupe dual Ĝ (sur
Fp), identifie´ avec GSp4 par l’isomorphisme spin (voir p. 6). Pendant les para-
graphes suivants on utilisera le langage classique pour les groupes alge´briques,
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donc on e´crira G a` la place de G(Fp), etc. On note Fr le morphisme de Fro-
benius sur G ou Ĝ. On a une dualite´ entre les couples (T, θ) constitue´s d’un
tore maximal rationnel T ⊂ G et d’un caracte`re θ : TFr → Q
×
p et les couples
(T̂, σ) constitue´s d’un tore maximal rationnel T̂ ⊂ Ĝ et d’un e´le´ment σ ∈ T̂Fr.
De tels couples en dualite´ sont dits maximalement de´ploye´s si le rang ration-
nel de T̂ est maximal parmi tous les tores maximaux rationnels de Ĝ qui
contiennent σ [6], §5.
L’application V est alors de´finie par le diagramme suivant [15], §6.4 (uti-
lisant que Z(G) ∼= Gm est connexe). Ici l’action de Ĝ
Fr, resp. de GFr, est
donne´e par conjugaison. Les bijections verticale a` gauche et horizontale en bas
de´pendent du choix d’un ge´ne´rateur du groupe d’inertie mode´re´ Imodp , mais
l’application V est inde´pendante de ce choix. La repre´sentation RθT associe´e a`
un couple (T, θ) est celle de´finie par Deligne–Lusztig [6].
∼= \
{
τ : Ip → Ĝ(Fp) mode´re´es
qui s’e´tendent a` Dp
}
  V //❴❴❴❴
OO

{
repre´sentations virtuelles
de GFr sur Qp
}
/ ∼=
OO
Rθ
T
?
ĜFr\
{
couples (T̂, σ), σ ∈ T̂Fr
max. deploye´s
}
oo
dualite´
//
{
couples (T, θ), θ : TFr → Q
×
p
max. deploye´s
}
/GFr
Remarquons que (−1)3−rgFp TV (τ) est toujours une repre´sentation effective [6],
10.10. Les classes de GFr-conjugaison de tores maximaux rationnels sont pa-
rame´tre´es par les classes de conjugaison de W (voir par exemple [6], 1.14 ou
[15], §4.1). En utilisant la preuve de [6], 10.10, on peut ve´rifier que (−1)3−rgFp TV (τ)
est l’induite d’un caracte`re deB(Fp), resp. l’induite parabolique d’une repre´sentation
cuspidale deM(Fp), resp. l’induite parabolique d’une repre´sentation cuspidale
deM1(Fp), resp. une repre´sentation cuspidale de G(Fp) si T est un tore de type
{1}, resp. {s0, s1s0s1}, resp. {s1, s0s1s0}, resp. {s0s1, s1s0} ou {w0}.
Pour ρ mode´re´ment ramifie´e en p posons
W?(ρ|Ip) = R(JH(V (ρ|Ip))).
Conjecture 1. Soit ρ : Γ → GSp4(Fp) une repre´sentation irre´ductible et
motiviquement impaire. Alors,
(i) l’ensemble W(ρ) des poids de Serre de ρ est non-vide et son sous-
ensemble Wre´g(ρ) des poids re´guliers est contenu dans W
?(ρ|ssIp),
(ii) si de plus ρ est mode´re´ment ramifie´e en p, on a
Wre´g(ρ) =W
?(ρ|Ip).
13
Herzig and Tilouine, Conjecture de type de Serre pour GSp
4
Remarque 4.8. La de´termination des poids de Serre irre´guliers semble pour
le moment hors d’atteinte. On s’attend ne´anmoins a` ce que dans le cas ou` ρ|Ip
est mode´re´e et ge´ne´rique, W(ρ) ne contienne aucun poids irre´gulier.
Remarque 4.9. L’inclusion pre´dite dans la partie (i) de la conjecture est
analogue a` la proprie´te´ de Wp(ρ) dans la conjecture de Buzzard–Diamond–
Jarvis pour les repre´sentations de degre´ deux d’un corps totalement re´el [5],
§3.2.
Remarque 4.10. Cette conjecture ne ne´cessite pas la condition de p-ordinarite´
de ρ|Ip . Cependant dans la de´termination explicite qui suit de l’ensemble
W?(ρ|Ip), on se limitera au cas p-ordinaire. De´sormais, on suppose donc que
ρ est p-ordinaire.
Pour cette de´termination, la notion d’alcoˆve [18], II.6 sera essentielle. On
note Ci (0 ≤ i ≤ 3) l’ensemble des (x, y; z) − ρ˜ ∈ X(T ) ⊗ R tel que, respecti-
vement,
C0 : x > y > 0, x+ y < p,
C1 : x+ y > p, y < x < p,
C2 : x− y < p < x, x+ y < 2p,
C3 : y < p, x+ y > 2p, x− y < p.
Ce sont les seules alcoˆves pertinentes ici car X1(T ) = X(T )+ ∩
⋃3
i=0 Ci.
Si µ ∈ X(T ) ∼= Y (T̂ ), on notera µ¯ ∈ Y (GSp4) le copoids qui correspond a`
µ par l’isomorphisme spin. Rappelons que si µ = (a, b; c) ∈ X(T ), alors µ¯ est
donne´ par
(2) µ¯ : t 7→
(
t(a+b+c)/2
t(a−b+c)/2
t(−a+b+c)/2
t(−a−b+c)/2
)
∈ Y (GSp4).
Pour µ ∈ X(T ) de´finissons alors la repre´sentation mode´re´e du groupe
d’inertie,
τ(1, µ) = µ¯ ◦ ω : Ip → GSp4(Fp),
ou` le ≪ 1 ≫ signifie qu’il s’agit d’une somme directe des puissances du caracte`re
fondamental de niveau un.
Soit ρ : Γ → GSp4(Fp) une repre´sentation p-ordinaire et mode´re´e, il est
facile de voir qu’il existe µ ∈ X(T ) tel que ρ|Ip
∼= τ(1, µ).
Pour la de´finition de l’ordre partiel ↑ sur X(T ), qui est plus grossier que
≤, on renvoie a` [18], II.6. Mais dans tous cet article il suffit de savoir que la
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α1
−ρ˜
α0
x− y
y
C0
C1 C2
C3
Figure 1 – Les vingt poids pre´dits (situation ge´ne´rique)
restriction de ↑ aux poids ∪Ci∩X(T ) est l’ordre partiel minimal satisfaisant la
condition suivante. Pour chaque λ ∈ Ci ∩X(T ) (i = 0, 1, 2) et ri la reflexion
affine par rapport au mur entre les alcoˆves Ci et Ci+1, on a λ ↑ ri(λ). En
particulier, pour n’importe quels 0 ≤ i ≤ j ≤ 3 et pour chaque λ ∈ Ci ∩X(T )
il existe un unique poids λ′ ∈ Cj ∩X(T ) tel que λ ↑ λ
′.
Proposition 4.11. Soit τ = τ(1, µ) une repre´sentation de Ip comme ci-
dessus. Alors
• on a V (τ) ∼= Ind
G(Fp)
B(Fp)
(µ˜|T (Fp)) ou` µ˜ : T (Fp) → Q
×
p est le rele`vement de
Teichmu¨ller de µ : T (Fp)→ F
×
p ,
• et l’ensemble W?(τ) est donne´ par
(3) W?(τ) = {F (ν) : ν ∈ Xre´g(T ),
∃ν ′ ↑ ν, ν ′ + ρ˜ dominant et τ ∼= τ(1, ν ′ + ρ˜)}.
Remarque 4.12. Dans la figure 1, on a indique´ les plus hauts poids ν ∈ X(T )
des poids de Serre F (ν) pre´dits pour τ ge´ne´rique (comparer avec cor. 4.15).
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Les points noirs correspondent aux cas ν = ν ′ dans (3), et les points blancs
aux autres cas.
Remarque 4.13. L’analogue de ce re´sultat est valable pour n’importe quelle
repre´sentation τ mode´re´e et ge´ne´rique qui admet un prolongement a`Dp (voir [15],
prop. 6.28).
De´monstration. Le couple (T, θ) associe´ a` τ est (T, µ˜|T (Fp)) par de´finition [15],
§6.4. Comme T ⊂ B on obtient V (τ) ∼= Ind
G(Fp)
B(Fp)
(µ˜|T (Fp)) [6], 8.2.
On va utiliser la formule de Jantzen pour calculer JH(V (τ)) [15], th. 3.4
dans l’appendice (voir aussi [15], §5.1). Par un calcul e´le´mentaire on de´termine
d’abord les constantes γ′w1,w2 ∈ Z[X(T )]
WG qui interviennent dans la formule
et on ve´rifie qu’elles sont contenues dans X0(T ) si w1 = w2 ou (w1, w2) ∈
{(π, s1s0π), (s1s0s1π, s1π) : π ∈ 〈s0s1s0〉} et sont nulles dans les autres cas.
Rappelons que la de´finition de W (λ), conside´re´ comme e´le´ment du groupe
de Grothendieck des repre´sentations de G, s’e´tend a` tout λ ∈ X(T ) (pas
ne´cessairement dominant) [18], II.5.7. Si µ = (x, y; z), on obtient alors que
V (τ) est e´gale a`
W (2(p− 1)− x, p− 1− y; z + p− 1) +W (x+ p− 1, p − 1− y; z)
=W3,A =W3,B
+W (y + p− 1, x; z + p− 1) +W (y + p− 1, p − 1− x; z)
=W2,A =W2,B
+W (p− 1− y, x; z + p− 1) +W (p− 1− y, p − 1− x; z)
=W1,A =W1,B
+W (p− 1− x, y; z + p− 1) +W (x, y; z)
=W0,A =W0,B
+W (p− 2− y, x− 1; z + p− 1) +W (p− 2− y, p − 2− x; z)
=W
1,A′
=W
1,B′
+W (p− 3− x, y; z + p− 1) +W (x− 2, y; z)
=W
0,A′
=W
0,B′
dans le groupe de Grothendieck des repre´sentations de G sur Fp (on a donne´
un nom a` chaque terme pour simplifier les notations dans ce qui suit).
Pour de´composer ces modules de Weyl on utilise les formules suivantes.
Puisque
(4) W (w q λ) = sgn(w)W (λ) ∀w ∈WG
[18], II.5.9(1) on peut se ramener d’abord au cas ou` λ est dominant et en fait
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p-restreint. Pour un tel poids λ ∈ X1(T ), on a
W (λ) = F (λ) + F (s1s0s1 q λ+ p(2, 2; 0)) si λ ∈ C3,(5)
W (λ) = F (λ) + F (s0s1s0 q λ+ p(2, 0; 0)) si λ ∈ C2,(6)
W (λ) = F (λ) + F (s1s0s1 q λ+ p(1, 1; 0)) si λ ∈ C1,(7)
W (λ) = F (λ) si λ ∈ C0.(8)
Remarquons que si λ ∈ Ci avec 1 ≤ i ≤ 3, les composants de W (λ) sont dans
Ci et Ci−1. Si λ ∈ X1(T )\∪
3
i=0Ci,W (λ) est irre´ductible sauf si 〈λ+ ρ˜, α
∨
0 〉 = p
et p/2 < 〈λ+ ρ˜, α∨1 〉 < p, ou p = 2 et λ est de la forme (1, 1; ∗). Dans ces cas
exceptionnels W (λ) se de´compose selon (5) [17], §7. (Bien que les re´sultats
soient enonce´s pour Sp4 dans cet article de Jantzen, ils sont encore valables
pour GSp4 parce que son groupe de´rive´ est Sp4.)
Nous allons maintenant e´tudier le membre de droite de l’e´galite´ (3). En
utilisant l’e´quivalence
(9) τ(1, µ) ∼= τ(1, µ′)⇐⇒ µ′ ∈WG µ+ (p− 1)X(T ),
nous pouvons supposer dore´navant que
(10) x− y ≥ 0, y ≥ 0, x ≤ (p− 1)/2.
Observons que pour G = GSp4, pour tout poids ν p-re´gulier et pour tout poids
ν ′ ∈ X(T ) tel que ν ′ + ρ˜ soit dominant et ν ′ ↑ ν, on a
0 ≤ 〈ν ′ + ρ˜, α∨i 〉 < p ∀i.
(Cette proprie´te´ est particulie`re a` la ge´ometrie des alcoˆves de GSp4.) Il re´sulte
donc facilement de (9) que les ν ′ dans le membre de droite de (3) sont pre´cise´ment
ν ′0,A = (x, y; z) − ρ˜, ν
′
0,B = (p− 1− x, y; z + p− 1)− ρ˜,
ν ′1,A = (p − 1− y, p− 1− x; z)− ρ˜, ν
′
1,B = (p− 1− y, x; z + p− 1)− ρ˜,
ν ′2,A = (y + p− 1, p − 1− x; z)− ρ˜, ν
′
2,B = (y + p− 1, x; z + p− 1)− ρ˜,
ν ′3,A = (x+ p− 1, p− 1− y; z)− ρ˜, ν
′
3,B = (2p − 2− x, p− 1− y; z + p− 1)− ρ˜,
a` (p− 1)X0(T ) pre`s. (Cette liste est valable meˆme si x = y ou y = 0.)
Commenc¸ons a` comparer les deux membres de l’e´quation (3). On dira
qu’un ν ′ ∈ X(T ) explique une repre´sentation W de G(Fp) sur Fp si
(11) {F (ν) : ν ∈ Xre´g(T ), ν
′ ↑ ν} = R(JH(W )).
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Alors
ν ′0,X explique W3,X ⊕W1,X′ si ν
′
0,X ∈ C0,(12)
ν ′1,X explique W2,X ⊕W0,X′ si ν
′
1,X ∈ C1,(13)
ν ′2,X explique W1,X si ν
′
2,X ∈ C2,(14)
ν ′3,X explique W0,X si ν
′
3,X ∈ C3,(15)
ou` ≪X≫ signifie soit ≪A≫ soit ≪B≫. En particulier, si ces huit conditions sont
satisfaites simultane´ment, la proposition est prouve´e. Dans une premie`re e´tape
on va e´tendre la preuve aux cas ou` ν ′i,X ∈ Ci pour chaque 0 ≤ i ≤ 3. Avec cette
hypothe`se, le meˆme raisonnement que pre´ce´demment s’applique pourvu que
〈ν ′i,X + ρ˜, α
∨
j 〉 6= 0 pour chaque i, j. Si 〈ν
′
1,X + ρ˜, α
∨
0 〉 = 0, l’e´quation (13) n’est
plus valable parce qu’un poids de Serre manque a` la gauche de l’e´quation (11) ;
mais c¸a ne pose pas un proble`me car c’est F (ν ′3,Y ) (ou` ≪ Y ≫ est ou ≪ A ≫ ou
≪ B ≫ mais pas e´gale a` ≪ X ≫). Un argument similaire s’applique si 〈ν ′0,X +
ρ˜, α∨0 〉 = 0, auquel cas il manquent en ge´ne´ral deux poids au membre de gauche,
ou si 〈ν ′0,X+ ρ˜, α
∨
1 〉 = 0. (Les poids qui manquent au membre de gauche de (11)
dans tous ces cas correspondent aux ≪ discontinuite´s ≫ de R, i.e., aux poids
λ ou` w0 q (λ− pρ˜) 6∈ Xre´g(T ) ; il y a alors toujours un autre ν
′ qui explique le
poids qui manque parce que τ(1,−) est constant sur ν ′ + ρ˜+ (p − 1)X(T ).)
Remarquons ensuite que (15) est vraie meˆme si ν ′3,X ∈ C2 (meˆme argument
que pour ν ′2,X).
Il reste a` traiter les cas ou` x = y ou y = 0. Si y = 0 et x 6= y, tout marche
comme ν ′2,X = ν
′
1,X ∈ C1 et W2,X =W1,X .
Si x = y et 0 < y < (p − 1)/2, les e´quations (12)–(15), sauf (13) quand
X = B, sont satisfaites. Comme ν ′1,B = ν
′
0,B ∈ C0 et W2,B = W3,B il suffit de
montrer que W0,B′ ne contribue pas a` R(JH(V (ρ|Ip))), c’est-a`-dire ne change
que les multiplicite´s des composants. Soit F1,B′ (resp., F3,A) le composant de
W1,B′ (resp., W3,A) avec plus haut poids dans C0 (resp. C2). Alors, en effet,
W0,B′ = −F1,B′ et R(F1,B′) = R(F3,A). Si x = y et y = (p− 1)/2, on traite en
plus le cas (13) pour X = A de la meˆme manie`re.
Supposons finalement que x = y = 0. Observons que ν ′2,A = ν
′
3,A = ν
′
1,A ∈
C1, W1,A = W0,A = W2,A et ν
′
2,B = ν
′
1,B = ν
′
0,B ∈ C0, W1,B = W2,B = W3,B.
Les e´quations (12), (13) si X = A et (15) si X = B sont satisfaites. Il ne
reste qu’a` constater que W1,B′ = 0. On ve´rifie aise´ment que l’argument de ce
paragraphe est encore valable si p = 2 (et c’est l’unique cas qui peut arriver
si p = 2).
Lemme 4.14. On a
W?(τ ⊗ ωc) ∼=W?(τ)⊗ νcsim ∀c ∈ Z,
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ou` νsim : G→ Gm est le facteur de similitudes de G. De meˆme,
W(ρ⊗ ωc) ∼=W(ρ)⊗ νcsim ∀c ∈ Z.
De´monstration. Pour la premie`re assertion, on observe que νsim|T = (0, 0; 2) ∈
X(T ) ∼= Y (T̂ ) correspond par l’isomorphisme spin au cocaracte`re central ζ :
z 7→ diag(z, z, z, z) de Gm vers G (voir (2)). Puisque νsim et ζ sont invariants
par conjugaison et Rθν˜simT
∼= RθT⊗ ν˜sim ([6], 1.27), on a V (τ⊗ω
c) ∼= V (τ)⊗ ν˜csim.
Finalement, on utilise que R(F ⊗ νsim) ∼= R(F )⊗ νsim.
Pour la deuxie`me assertion, rappelons la construction du syste`me local
FX associe´ a` une repre´sentation (F, ρF ) de G(Z/pZ). Soit f : A → XQ le
sche´ma abe´lien universel et soit φx : π1(XQ, x)→ GSp(Ax[p]
∨) ∼= G(Z/pZ) la
repre´sentation du groupe fondamental de X ×Q (pour un point ge´ome´trique
fixe´), associe´e au faisceau e´tale localement constant R1f∗Z/p. Le syste`me local
FX est associe´ a` la repre´sentation ρF ◦ φx du groupe fondamental. Soit ρx :
π1(XQ, x)→ GSp(Ax[p]) ∼= G(Z/pZ) la repre´sentation associe´e au reveˆtement
e´tale A[p] → XQ des points de p-torsion. Comme la forme symplectique sur
Ax[p] est donne´e par l’accouplement de Weil, on a pour tout P,Q ∈ Ax[p] :
〈P σ , Qσ〉 = 〈P,Q〉νsim◦ρx(σ) = 〈P,Q〉ω(σ). On trouve donc νsim ◦ ρx = ω ce qui
implique νsim ◦ φx = ω
−1. Il s’ensuit que
H
q
et(X ×Q, F (λ)X ⊗ ν
c
sim,X) = H
q
et(X ×Q, F (λ)X)⊗ ω
−c.
Le re´sultat en de´coule.
La preuve de la proposition 4.11 donne le corollaire suivant, qui fournit
une description explicite de W?(τ) dans la plupart des cas, a` torsion pre`s.
Corollaire 4.15. Supposons que τ : Ip → GSp4(Fp) est donne´e par
τ ∼

ωk+ℓ−3 0 0 0
0 ωk−1 0 0
0 0 ωℓ−2 0
0 0 0 1
 ∼ τ(1, (x, y;x + y)),
ou` k > ℓ > 3, k + ℓ < p + 1 et x = k − 1, y = ℓ− 2. Alors W?(τ) consiste en
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les 20 poids de Serre F (ν) avec ν + ρ˜ ∈ Xre´g(T ) + ρ˜ parcourant :
C0 (x, y;x+ y), (p − 1− x, y;x+ y + p− 1),
C1 (p− 1− y, p− 1− x;x+ y), (p − 1− y, x;x+ y + p− 1),
C0 → C1 (p− y, p− x;x+ y), (p − y, x+ 1;x+ y + p− 1),
C2 (y + p− 1, p − 1− x;x+ y), (y + p− 1, x;x+ y + p− 1),
C1 → C2 (y + p+ 1, p − 1− x;x+ y), (y + p+ 1, x;x+ y + p− 1),
C0 → C2 (y + p, p− x;x+ y), (y + p, x+ 1;x+ y + p− 1),
C3 (x+ p− 1, p − 1− y;x+ y), (2p − 2− x, p− 1− y;x+ y + p− 1),
C2 → C3 (x+ p+ 1, p + 1− y;x+ y), (2p − x, p+ 1− y;x+ y + p− 1),
C1 → C3 (x+ p+ 1, p − 1− y;x+ y), (2p − x, p− 1− y;x+ y + p− 1),
C0 → C3 (x+ p, p− y;x+ y), (2p − 1− x, p− y;x+ y + p− 1).
Ici la notation ≪ Cj → Ci ≫ pour j < i, resp. ≪ Ci ≫, veut dire que les ν corres-
pondants sont situe´s dans l’alcoˆve Ci et qu’ils sont obtenus en commenc¸ant par
un ν ′ ∈ Cj, resp. par ν
′ = ν, dans la description de W?(τ) de la prop. 4.11. Il
y a une seule exception : si k− ℓ = 1 ou k+ ℓ = p, un ν de la range´e ≪ C3 ≫ se
trouve sur la frontie`re entre C2 et C3.
Remarque 4.16. Supposons que ρ = ρf,p avec f de poids (k, ℓ) et k > ℓ > 3
et k+ℓ < p+1 telle que ρ|Ip est p-ordinaire mode´re´e. Notons λ = (a, b; a+b) =
(x, y;x + y) − ρ˜ le ≪ poids fondamental ≫. Alors les huit poids ν des range´es
≪ Ci ≫ se re´partissent en deux sous-ensembles. Le premier est le sous-ensemble
des poids p-re´guliers parmi w qλ+Z(p−1, p−1) ou` w ∈WM parcourt l’ensemble
des repre´sentants de Kostant dans WG, et le second est le sous-ensemble des
poids p-re´guliers parmi w q λ+ Z(p − 1, 0) pour w ∈ WG \W
M . Les poids de
Serre correspondants s’appellent les poids compagnons de f (ou de son poids
fondamental).
Remarquons que sous la condition plus faible k ≥ ℓ ≥ 3 et k+ℓ−3 < p−1,
qui provient de la the´orie de Fontaine–Laffaille, on a toujours ces huit poids
compagnons du poids fondamental. Ils sont tous p-restreints mais peuvent se
situer sur des murs ou sur des alcoˆves contigue¨s a` celles de la liste ci-dessus.
On y reviendra dans la prochaine section.
En ce qui concerne les douze poids dans les range´es ≪ Cj → Ci ≫, on peut
justifier leur pre´sence dans la liste par la proposition suivante. On dira qu’une
repre´sentation ρp : Dp → GSp4(Qp) est cristalline a` poids de Hodge–Tate
ξ ∈ Y (T ) si  ◦ ρp est cristalline a` poids de Hodge–Tate  ◦ ξ (qui s’identifie
a` un multiensemble de quatre entiers), ou`  : GSp4 →֒ GL4 est l’inclusion
canonique.
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Proposition 4.17. Supposons que la repre´sentation locale ρp : Dp → GSp4(Fp)
est totalement de´compose´e. Alors pour chaque µ ∈ Xre´g(T ) + ρ˜ tel que F (µ−
ρ˜) ∈ W?(ρp|Ip) il existe une repre´sentation cristalline ρp : Dp → GSp4(Qp) a`
poids de Hodge–Tate µ¯ ∈ Y (T ) qui rele`ve ρp.
Remarque 4.18.
(i) Cet e´nonce´ fournit un indice de nature locale pour l’existence pour
chaque poids µ ∈ W?(ρp|Ip), d’une repre´sentation automorphe cuspidale π
telle que l’on ait (globalement) : ρπ = ρ. En effet, la repre´sentation galoisienne
associe´e a` une repre´sentation cuspidale cohomologique de poids µ − ρ˜ (donc
dont la composante a` l’infini est de parame`tre de Harish–Chandra µ+(0, 0; 3))
et de niveau premier a` p est cristalline de poids de Hodge–Tate µ¯.
(ii) L’analogue de la proposition pour GLn/Q est pre´dit par une conjecture
de Gee [10], §4.3 meˆme sans supposer que ρ|Ip est mode´re´e et que le poids de
Serre est re´gulier. La ge´ne´ralisation de cette conjecture a` beaucoup d’autres
groupes re´ductifs (incluyant GSp4/Q) sera le sujet de [12].
De´monstration. Pour α ∈ F
×
p notons α˜ le rele`vement de Teichmu¨ller de α.
La repre´sentation ρp e´tant totalement de´compose´e, il existe des entiers
x ≥ y ≥ 0 et z avec x+ y ≤ p− 1 et des α, β, γ, δ ∈ F
×
p avec αδ = βγ tel que
ρp ∼

ωx+y nr(α) 0 0 0
0 ωx nr(β) 0 0
0 0 ωy nr(γ) 0
0 0 0 nr(δ)
⊗ ωz.
(On utilise les e´quations (9), (10).) Notons d’abord que l’e´nonce´ de´pend seule-
ment de µ modulo (p− 1)X0(T ), et donc de F (µ − ρ˜), puisqu’on peut tordre
ρp par ǫ
n(p−1) avec n ∈ Z sans changer sa re´duction. E´galement, apre`s torsion
nous pouvons supposer que z = 0.
Commenc¸ons par exhiber un rele`vement cristallin a` poids de Hodge–Tate µ¯
pour chaque e´le´ment µ de la liste du cor. 4.15 (n’importe que la restriction sur
(x, y) est plus faible ici). Puis on ve´rifiera que l’on a obtenu ainsi (au moins)
un rele`vement pour chaque poids de Serre dans W?(ρp|Ip). En fait on peut
de´duire facilement de la preuve qu’aucun des rele`vements que l’on a de´crit ne
correspond a` un poids de Serre re´gulier qui n’est pas pre´dit.
21
Herzig and Tilouine, Conjecture de type de Serre pour GSp
4
Conside´rons les quatre expressions suivantes pour ρp :
ωx+y nr(α)⊕ ωx nr(β)⊕ ωy nr(γ)⊕ nr(δ),(16)
ωp−1 nr(δ)⊕ ωx nr(β)⊕ ωy nr(γ)⊕ ωx+y−p+1 nr(α),(17)
ωy+p−1 nr(γ)⊕ ωx+y nr(α)⊕ nr(δ) ⊕ ωx−p+1 nr(β),(18)
ωx+p−1 nr(β)⊕ ωx+y nr(α) ⊕ nr(δ) ⊕ ωy−p+1 nr(γ).(19)
Dans chaque cas il y a un rele`vement cristallin e´vident obtenu en remplac¸ant
ω par ǫ et α, . . . , δ par leurs rele`vements de Teichmu¨ller. Les poids µ corres-
pondants sont ceux des range´es ≪ Ci ≫ qui sont situe´s a` la gauche.
Regardons l’e´quation (19). Puisque 2p−2+x−y ≥ 2p−2 et x+p−1 ≥ p−1
le sous-lemme ci-dessous montre qu’il existe des repre´sentations cristallines σi
(0 ≤ i ≤ 2) telles que :
poids de HT re´duction
σ0 {x+ p, y − p} ω
x+p−1 nr(β)⊕ ωy−p+1 nr(γ)
σ1 {x+ p,−1} ω
x+p−1 nr(β) ⊕ nr(δ)
σ2 {x+ p+ 1, y − p− 1} ω
x+p−1 nr(β)⊕ ωy−p+1 nr(γ)
Pour i = 0, 2 on obtient le rele`vement cristallin ǫx+y nr(α˜)⊕σi⊕ǫ
−x−y nr(α˜−1) det σi
dont l’image est contenue dans le LeviM1 de Klingen. E´galement on obtient le
rele`vement cristallin σ1⊕ǫ
x+y nr(α˜δ˜) ·s · tσ−11 ·s dont l’image est contenue dans
le Levi M de Siegel. (Voir la section 2 pour les notations.) Le meˆme argument
s’applique aux expressions (18) pour i ≤ 1 et (17) pour i = 0. Les poids µ
correspondants sont ceux des range´es ≪ Ci → Cj ≫ qui sont situe´s a` la gauche.
Ainsi on a obtenu dix rele`vements cristallins qui correspondent aux poids µ
a` gauche dans le tableau. Comme ρp peut aussi eˆtre e´crite sous la forme
ρp ∼

ωx
′+y′ nr(γ) 0 0 0
0 ωx
′
nr(δ) 0 0
0 0 ωy
′
nr(α) 0
0 0 0 nr(β)
⊗ ωp−1−x′,
avec (x′, y′) = (p − 1 − x, y) satisfaisant les meˆmes ine´galite´s que (x, y), on
obtient dix rele`vements cristallins correspondant aux poids µ a` droite.
De´montrons maintenant que l’on a exhibe´ suffisament de rele`vements. Par
la preuve de la prop. 4.11, les poids de Serre pre´dits sont pre´cise´ment les F (ν)
ou` ν ′i,X ↑ ν avec ν ∈ Xre´g(T ). (Les ν
′
i,X ont e´te´ de´finis dans la de´monstration
de cette proposition.) La syme´trie (x, y)↔ (x′, y′) permet de nous ramener a`
un seul X ∈ {A,B} pour chaque 0 ≤ i ≤ 3.
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Commenc¸ons par i = 0, et prenons ν ′0,A. Comme on a ν
′
0,A ∈ C0, les poids
ν + ρ˜ ∈ Xre´g(T ) + ρ˜ pour lesquels ν
′
0,A ↑ ν sont pre´cise´ment les poids de
Xre´g(T )+ ρ˜ qui figurent dans les quatre range´es ≪ C0(→ Ci) ≫ de gauche dans
la liste. On a de´ja` de´crit un rele`vement cristallin dans chacun de ces cas.
Pour i = 1 prenons ν ′1,B . Quand x > y, on a ν
′
1,B ∈ C1 et tout marche
comme dans le premier cas en utilisant les poids dans les trois range´es ≪ C1(→
Ci) ≫ a` droite. Quand x = y on a ν
′
1,B = ν
′
0,B, donc ce cas a de´ja` e´te´ discute´
(a` cause de la syme´trie entre les cas ≪ A ≫ et ≪ B ≫).
Pour i = 2 prenons ν ′2,B . Quand y > 0, on a ν
′
2,B ∈ C2 et tout marche
comme dans le premier cas en utilisant les poids des deux range´es ≪ C2(→
Ci) ≫ a` droite. Quand y = 0 on a ν
′
2,B = ν
′
1,B, donc ce cas a de´ja` e´te´ discute´.
Finalement pour i = 3 prenons ν ′3,A. Quand x > y + 1 on a ν
′
3,A ∈ C3
et tout marche comme dans le premier cas en utilisant le poids de la range´e
≪ C3 ≫ a` gauche. Quand x = y+1 on est ramene´ au cas i = 0 car ν
′
3,A est e´gale
au poids dans la range´e ≪ C0 → C2 ≫ a` gauche. Quand x = y on a ν
′
3,A = ν
′
2,A,
donc ce cas a de´ja` e´te´ discute´.
Sous-lemme 4.19. Soient α, β ∈ F
×
p .
(i) Supposons que k ≥ p + 2. Alors il existe une repre´sentation cristalline
de Dp de dimension 2 a` poids de Hodge–Tate {0, k − 1} et de re´duction
ωk−2 nr(α)⊕ ω nr(β).
(ii) Supposons que k ≥ 2p + 3. Alors il existe une repre´sentation cristalline
de Dp de dimension 2 a` poids de Hodge–Tate {0, k − 1} et de re´duction
ωk−3 nr(α)⊕ ω2 nr(β).
Pour de´montrer le sous-lemme, fixons d’abord un isomorphisme C ∼= Qp.
Soit K un corps de nombres quadratique imaginaire qui est de´ploye´ en p, et
fixons un plongement K → C. Soit ℓ ≥ 1 un entier. Nous commenc¸ons par
construire une forme parabolique de type CM, f , de niveau premier a` p et de
poids ℓ telle que ρf |Dp ∼ ω
ℓ−1 nr(α) ⊕ nr(β).
Notons p et p les ide´aux premiers divisant p, tel que p correspond au plonge-
mentK → C ∼= Qp. Supposons donne´ un caracte`re de Hecke χ : K
×\A×K → C
×
tel que (a) le conducteur f de χ est premier a` p, (b) χ(z) = z1−ℓ pour
z ∈ C ∼= K∞, (c) χ(p)p1−ℓ = α et χ(p) = β, et (d) χ 6= χ ◦ c, ou` c est l’unique
e´le´ment non-trivial de Gal(K/Q). Alors la forme de type CM associe´e ([21],
th. 4.8.2),
f(z) =
∑
a⊳OK
(a,f)=1
χ(a)qN(a),
est la forme cherche´e.
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On va meˆme construire pour n’importe quelles racines de l’unite´ a, b un
caracte`re χ satisfaisant (a), (b), (d) et (c′) χ(p)p1−ℓ = a, χ(p) = b. En tor-
dant par un caracte`re satisfaisant (a) et (b) on est re´duit au cas ℓ = 1 (le
seul cas d’ailleurs ou` la condition (d) n’est pas automatique). Puisqu’il existe
des caracte`res de Dirichlet (c’est-a`-dire sur Q) de conducteur premier a` p de
n’importe quelle valeur d’ordre fini en p, on peut remplacer la condition (c′)
par (c′′) : χ(p)/χ(p) = d := a/b.
Soit n ≥ 1 minimal tel que (p/p)n = xOK est principal. En conside´rant
les extensions possibles d’un caracte`re K×\K×ÔK
×
K×∞ → C
× a` K×\A×K , on
peut remplacer (c′′) par (c′′′) : χ(x(p)) = e := d−n ou` on note x(p) ∈ ÔK
×
l’ide`le qui est triviale en p et ∞ et qui co¨ıncide avec x dehors.
Alors il suffit de construire un caracte`re η : (OK/f)
× → C× tel que
η(x(p)) = e et tel que η soit trivial sur l’image de O×K . En remplac¸ant e
par une 12e`me racine de e et en prenant la 12e`me puissance de η a` la fin,
on peut abandonner la condition que η|O×K
soit triviale (puisque O×K est fini
d’ordre divisant 12). Sans perte de ge´ne´ralite´ on peut supposer que l’ordre
de e est de la forme qr ou` q est premier. Il suffit donc de trouver un ide´al f
premier a` p tel que l’ordre de x(p) dans (OK/f)
× est un multiple de qr. Soit h
le nombre de classes de K. On va montrer qu’il existe un entier i ≥ r et un
ide´al f premier a` p tel que f ∤ x12hq
r−1
− 1 mais f | x12hq
i
− 1. Choisissons
π ∈ OK tel que p
h = πOK . Alors il suffit de montrer que les normes des
ide´aux (π12nq
i
− π12nq
i
)OK (qui sont premiers a` p) ne sont pas borne´es. C’est
un argument e´le´mentaire utilisant que π/π n’est pas une racine de l’unite´.
Jusqu’ici on a construit un caracte`re χ satisfaisant (a), (b) et (c). Il suffit
maintenant de construire un caracte`re χ′ satisfaisant (a), (b), (c) et (d) dans
le cas a = b = 1 (et toujours ℓ = 1). Comme ci-dessus on re´duit a` construire
un caracte`re η : (OK/f)
× → C× tel que η(x(p)) = 1 et tel que η 6= η ◦ c. Soient
q ∤ 6 et q1 6= q2 des nombres premiers tels que qi ≡ 1 (mod q disc(K)). Alors
les qi sont de´compose´s dans K/Q. Choisissons qi | qi des ide´aux premiers de
OK et posons f = q1q2. Puisque pour chaque e´le´ment d’un espace vectoriel
de dimension deux il existe un e´le´ment non-trivial de l’espace dual qui l’an-
nule, il existe η : (OK/f)
× → C× d’ordre exactement q tel que η(x(p)) = 1 ;
e´videmment on a η 6= η ◦ c.
Cela termine la construction du caracte`re de Hecke χ.
La forme parabolique f¯ sur Fp, la re´duction de f modulo p, satisfait
ρf¯ |Dp ∼ ω
ℓ−1 nr(α)⊕nr(β). Alors la forme g = θf¯ est propre et parabolique de
meˆme niveau, de poids ℓ+p+1 et telle que ρg ∼ ρf¯ ⊗ω [14], §4. Par le lemme
de Deligne–Serre, il existe une forme parabolique et propre g en caracte´ristique
nulle de meˆme poids et niveau et tel que ρg|Dp ∼ ρg|Dp ∼ ω
ℓ nr(α) ⊕ ω nr(β)
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(notons que le poids est maintenant au moins deux). Puisque la forme g est
de niveau premier a` p et de poids ℓ+ p+ 1, on sait que ρg|Dp est cristalline a`
poids de Hodge–Tate {ℓ+ p, 0}.
La partie (i) du sous-lemme se de´montre en prenant ℓ = k − (p+ 1), et la
partie (ii) en prenant ℓ = k − 2(p + 1) et en appliquant θ deux fois. Bien suˆr,
on pourrait appliquer θ plusieurs fois et obtenir des re´sultats analogues pour
k ≥ 3p, etc.
Remarquons qu’une preuve locale du sous-lemme s’ensuit de [23], th. 8.6
(avant c’e´tait connu quand k ≤ 2p [3], §3.2). Une preuve globale, plus sophis-
tique´e mais valable en toute ge´ne´ralite´, re´sulte aussi du travail de Kisin sur la
conjecture de Breuil–Me´zard, au moins si p > 3 [19], cor. 2.3.4.
Dans certains cas (comme dans le travail de l’un des auteurs sur la conjec-
ture de modularite´ des surfaces abe´liennes), il peut eˆtre utile de formuler des
conjectures sur l’existence de classes compagnons en cohomologie de de Rham
modulo p (et meˆme de classes de de Rham classiques ou p-adiques relevant ces
classes) sous des hypothe`ses de de´composabilite´ pour ρ|Ip moins fortes que la
de´composabilite´ totale. Nous formulons de telles conjectures ci-dessous pour
chacun des huit poids compagnons.
5 De´composabilite´ partielle et formes compagnons
Soit ρ = ρf,p : Γ→ GSp4(κ), suppose´e absolument irre´ductible, la repre´sentation
re´siduelle associe´e a` une forme cuspidale holomorphe p-ordinaire f , de poids
(k, ℓ), k ≥ ℓ ≥ 3. En particulier, ρ est motiviquement impaire. Dans tout
ce qui suit, on fait l’hypothe`se que k + ℓ − 3 < p − 1. Soit k = a + 3 et
ℓ = b+ 3 ; la repre´sentation ρ admet donc le poids de Serre F (λ) = W (λ) ou`
λ = (a, b; a+ b) ∈ C0.
Dans la formulation ci-dessous ge´ne´ralisant la the´orie des formes com-
pagnons dans le contexte de la conjecture de Serre pour GL2/Q (voir par
exemple [14]), on va introduire des twists par des puissances du caracte`re
cyclotomique modulo p de la repre´sentation globale ρ et formuler une conjec-
ture d’existence de formes compagnons pour ces twists sous des hypothe`ses
de de´composabilite´ partielle. On pourrait proce´der exactement de la meˆme
manie`re avec la repre´sentation p-adique elle-meˆme et des twists par des puis-
sances du caracte`re cyclotomique p-adique sous des hypothe`ses analogues pour
la repre´sentation p-adique ρf,p|Dp , mais alors, les formes compagnons dont
l’existence est e´galement conjecture´e seraient p-adiques (voir [4] pour GL2/Q).
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Cas 1 : Supposons qu’on ait
ρ|Ip ∼

ωk+ℓ−3 0 ∗ ∗
0 ωk−1 ∗ ∗
0 0 ωℓ−2 0
0 0 0 1
 .
On forme dans ce cas ρ1 = ρ ⊗ ω
2−ℓ, qui est toujours motiviquement
impaire. On voit qu’apre`s conjugaison par s0 = ι(s1), on a
(s0 · ρ1 · s0)|Ip =

ωk−ℓ+1 0 ∗ ∗
0 ωk−1 ∗ ∗
0 0 ω2−ℓ 0
0 0 0 1
 .
En posant (k′, ℓ′) = (k+ p− 1, 4− ℓ+ p− 1), on obtient un poids cohomo-
logique : k′ ≥ ℓ′ ≥ 3 ; nous conjecturons alors qu’il existe une repre´sentation
cuspidale π′ de ce poids, avec π′∞ de type holomorphe de parame`tre de Harish-
Chandra (k′ − 1, ℓ′ − 2; k′ + ℓ′ − 6) et telle que
ρπ′,p
∼= ρ⊗ ω2−ℓ.
Le poids de Serre correspondant est F (λ′) pour λ′ = (a+p−1, p−3− b; a+ b)
qui est situe´ dans l’alcoˆve C3 si a − b > 1. Remarquons que l’existence de π
′
n’implique pas tout a` fait que F (λ′) ∈ W(ρ), mais seulement (essentiellement)
que ρ∨ ⊂ H3et(X × Q, Vλ′(Fp)). Rappelons que le syste`me local Vλ′(Fp) est
re´ductible en ge´ne´ral puisque λ′ 6∈ C0 (voir (5)–(8) ci-dessus).
Nous verrons dans la section suivante comment ceci peut eˆtre de´montre´
en partie (les de´tails paraˆıtront dans [30]). Les deux ingre´dients-cle´ sont : le
the´ore`me de comparaison e´tale–cristallin modulo p de Faltings [7], le calcul de
la cohomologie de de Rham et de sa filtration de Hodge a` l’aide d’un complexe
filtre´, dit ≪ de Bernstein–Gelfand–Gelfand dual ≫ introduit par Faltings–Chai
[8], qui est quasi-isomorphe au complexe de de Rham logarithmique muni de
sa filtration de Hodge. Ce Cas 1 est celui qui intervient dans l’e´tude de la
conjecture de Yoshida ([34] et [29]).
Cas 2 : Supposons qu’on ait
ρ|Ip ∼

ωk+ℓ−3 ∗ 0 ∗
0 ωk−1 0 0
0 0 ωℓ−2 ∗
0 0 0 1
 .
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On forme dans ce cas ρ2 = ρ ⊗ ω
1−k. On voit qu’apre`s conjugaison par
s0s1 = ι(s1s0), on a
(s0s1 · ρ2 · s1s0)|Ip =

ωℓ−k−1 0 ∗ 0
0 ωℓ−2 ∗ ∗
0 0 ω1−k 0
0 0 0 1
 .
En posant (k′, ℓ′) = (ℓ−1+p−1, 3−k+p−1), on obtient un poids cohomo-
logique : k′ ≥ ℓ′ ≥ 3 ; nous conjecturons alors qu’il existe une repre´sentation
cuspidale π′ de ce poids, avec π′∞ de type Whittaker avec parame`tre de Harish-
Chandra (k′ − 1, ℓ′ − 2; k′ + ℓ′ − 6) et telle que
ρπ′,p
∼= ρ⊗ ω1−k.
Le poids de Serre correspondant est F (λ′) pour λ′ = (b+p−2, p−4−a; a+ b)
qui est situe´ dans l’alcoˆve C2 si b > 0.
On conjecture donc que la repre´sentation π′ intervient dans le terme gradue´
de degre´ k′ − 1 pour la filtration de Hodge de la cohomologie de deRham
logarithmique (conside´re´e comme module de Hecke) :
grk
′−1H3ldR(X/Zp,Vλ′) = H
1(X,ωk
′,4−ℓ′).
Ici X de´signe une compactification toro¨ıdale arithme´tique de X sur Zp (voir
chap. IV de [8]).
Cas 3 : Supposons qu’on ait
ρ|Ip ∼

ωk+ℓ−3 0 0 0
0 ωk−1 ∗ 0
0 0 ωℓ−2 0
0 0 0 1
 .
On forme dans ce cas ρ3 = ρ⊗ ω
3−k−ℓ. On voit qu’apre`s conjugaison par
s0s1s0 = ι(s1s0s1), on a
(s0s1s0 · ρ3 · s0s1s0)|Ip =

ω3−k−ℓ 0 0 0
0 ω2−ℓ ∗ 0
0 0 ω1−k 0
0 0 0 1
 .
En posant (k′, ℓ′) = (3−ℓ+p−1, 3−k+p−1), on obtient un poids cohomo-
logique : k′ ≥ ℓ′ ≥ 3 ; nous conjecturons alors qu’il existe une repre´sentation
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cuspidale π′ de ce poids, avec π′∞ de type Whittaker avec parame`tre de Harish-
Chandra (k′ − 1, ℓ′ − 2; k′ + ℓ′ − 6) et telle que
ρπ′,p
∼= ρ⊗ ω3−k−ℓ.
Le poids de Serre correspondant est F (λ′) pour λ′ = (p−4− b, p−4−a; a+ b)
qui est situe´ dans l’alcoˆve C1 si a+ b < p− 5.
On conjecture donc que la repre´sentation π′ intervient dans
grℓ
′−2H3ldR(X/Zp,Vλ′) = H
2(X,ωℓ
′−1,3−k′).
Il y a quatre autres cas, pour lesquels la me´thode de de´monstration que
nous proposons dans la section suivante ne s’applique probablement pas. Des
discussions avec E. Urban et L. Clozel sugge`rent que les poids de Serre pre´dits
ci-dessous donnent lieu a` des classes c de cohomologie de de Rham modulo p
obtenues par re´duction de formes compagnons p-adiques ordinaires.
Notons que seuls les quatre repre´sentants de Kostant w ∈ WM ont la
proprie´te´ d’envoyer un poids G dominant sur un poids M -dominant par λ 7→
w q λ ; or les caracte`res M -dominants (c, d; e) de T sont ceux pour lesquels il
existe un entier f tel que (f + c, f + d; e) soit G-dominant. Ces quatre autres
cas sont :
Cas 0′ : Si
ρ|Ip ∼

ωk+ℓ−3 ∗ ∗ ∗
0 ωk−1 0 ∗
0 0 ωℓ−2 ∗
0 0 0 1
 ,
la repre´sentation ρ′0 = ρ satisfait
(s1 · ρ
′
0 · s1)|Ip =

ωk+ℓ−3 ∗ ∗ ∗
0 ωℓ−2 0 ∗
0 0 ωk−1 ∗
0 0 0 1
 .
On pose (k′, ℓ′) = (ℓ− 1 + p− 1, k + 1) avec k′ ≥ ℓ′ ≥ 3. Le poids de Serre
correspondant est F (λ′) pour λ′ = (b+ p− 2, a+1; a+ b+ p− 1) qui est situe´
dans l’alcoˆve C2 si b > 0.
Cas 1′ : Si
ρ|Ip ∼

ωk+ℓ−3 0 ∗ 0
0 ωk−1 ∗ ∗
0 0 ωℓ−2 0
0 0 0 1
 ,
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la repre´sentation ρ′1 = ρ⊗ ω
2−ℓ satisfait
(s1s0 · ρ
′
1 · s0s1)|Ip =

ωk−ℓ+1 ∗ 0 ∗
0 ω2−ℓ 0 0
0 0 ωk−1 ∗
0 0 0 1
 .
On pose (k′, ℓ′) = (3− ℓ+ p− 1, k + 1) avec k′ ≥ ℓ′ ≥ 3. Le poids de Serre
correspondant est F (λ′) pour λ′ = (p− 4− b, a+1; a+ b+ p− 1) qui est situe´
dans l’alcoˆve C1 si a > b.
Cas 2′ : Si
ρ|Ip ∼

ωk+ℓ−3 ∗ 0 0
0 ωk−1 0 0
0 0 ωℓ−2 ∗
0 0 0 1
 ,
la repre´sentation ρ′2 = ρ⊗ ω
1−k satisfait
(s1s0s1 · ρ
′
2 · s1s0s1)|Ip =

ωℓ−k−1 ∗ 0 0
0 ω1−k 0 0
0 0 ωℓ−2 ∗
0 0 0 1
 .
On pose (k′, ℓ′) = (2 − k + p − 1, ℓ) avec k′ ≥ ℓ′ ≥ 3. Le poids de Serre
correspondant est F (λ′) pour λ′ = (p−5−a, b; a+ b+p−1) qui est situe´ dans
l’alcoˆve C0.
Cas 3′ : Si
ρ|Ip ∼

ωk+ℓ−3 0 0 0
0 ωk−1 0 0
0 0 ωℓ−2 0
0 0 0 1
 ,
la repre´sentation ρ′3 = ρ⊗ ω
3−k−ℓ satisfait
(s0s1s0s1 · ρ
′
3 · s1s0s1s0)|Ip =

ω3−k−ℓ 0 0 0
0 ω1−k 0 0
0 0 ω2−ℓ 0
0 0 0 1
 .
On pose (k′, ℓ′) = (2− k+2(p− 1), 4− l+ p− 1) avec k′ ≥ ℓ′ ≥ 3. Le poids
de Serre correspondant est F (λ′) pour λ′ = (2p− 6−a, p− 3− b; a+ b+ p− 1)
qui est situe´ dans l’alcoˆve C3 si a+ b < p− 6.
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6 Complexe BGG dual cohe´rent
Dans cette section on esquisse une strate´gie pour construire une forme
compagnon dans le Cas 1 qui utilise le complexe BGG dual. Pour l’instant
cette strate´gie ne fournit qu’une forme p-adique du poids souhaite´. Les de´tails
se trouvent dans un travail du deuxie`me auteur [30].
Posons k = a+3 et ℓ = b+3, a ≥ b ≥ 0 avec a+b+3 < p−1 et λ = (a, b; a+
b) le poids de G associe´. Soit X une varie´te´ de Shimura pour G, de niveau N
premier a` p et net. Soit Vλ le fibre´ a` connexion associe´ a` la Z(p)-repre´sentation
deG de plus haut poids λ (voir [24], 1.9 pour l’unicite´ d’un tel mode`le entier sur
Z(p) lorsque λ ∈ C0, ce qui est le cas ici). Soit π une repre´sentation cuspidale
cohomologique de G(A) intervenant dans H3ldR(X,Vλ)⊗Z(p) C ; π de´finit alors
une forme modulaire de poids (k, ℓ) soit holomorphe soit admettant un mode`le
de Whittaker ; notons que π posse`de des vecteurs non nuls par le sous-groupe
de congruences principal de niveau N . On fixe un plongement Q → Qp et
un anneau de valuation discre`te O ⊂ Qp fini sur Zp et contenant les valeurs
propres de π pour les ope´rateurs de Hecke Tq,i pour tous les nombres premiers
q ne divisant pas le niveau N (on inclut donc q = p). On notera ̟ une
uniformisante de O et κ son corps re´siduel.
On remplace X et Vλ par ses changements de base a` Zp. Soit X une
compactification toro¨ıdale lisse de X sur Zp. Le complexe BGG dual pour G
est un complexe filtre´ K
q
λ contenu comme facteur direct dans le complexe de
de Rham logarithmique Vλ⊗Ω
q
X
(log) sur X (filtre´ par la filtration convole´e de
la filtration beˆte de Ω
q
X
(log) et de la filtration de Hodge de Vλ). Il est constitue´
de faisceaux localement libres de rang fini. Nous renvoyons a` [24] et [22] pour
une description de´taille´e de sa structure entie`re sur Zp. L’inclusion K
q
λ →֒
Vλ ⊗ Ω
q
X
(log) est un quasi-isomorphisme filtre´ [22], sect. 5, th. 6. Pour tout
triplet d’entiers (u, v, t) avec u ≥ v, conside´rons le faisceau ωu,v(t) sur X des
sections du fibre´ automorphe associe´ a` la repre´sentation Symu−v⊗detvZ2p(t) du
sous-groupe de Levi GL2×GL1 du parabolique de Siegel, l’action du facteur
GL1 e´tant donne´e par la puissance t-ie`me du facteur de similitudes. On peut
alors e´crire les termes du complexe K
q
λ ; ils sont place´s en degre´ w, w+1, w+2
et w + 3, ou` w = a+ b+ 3 (le poids motivique de π) :
ω3−ℓ,3−k(k + ℓ− 6)→ ωℓ−1,3−k(k − 4)→ ωk,4−ℓ(ℓ− 5)→ ωk,ℓ(−3),
les morphismes e´tant des ope´rateurs diffe´rentiels induits par la connexion de
Gauss–Manin. On sait que la connexion de Gauss–Manin commute aux cor-
respondances alge´briques : les diffe´rentielles ci-dessus commutent donc aux
ope´rateurs de Hecke. Cependant si l’on omet les twists par des puissances du
30
Herzig and Tilouine, Conjecture de type de Serre pour GSp
4
facteur de similitudes, il faut les re´introduire dans les formules de commuta-
tion.
Remarque 6.1. Les twists n’interviennent pas pour les conside´rations ge´ome´triques
qui suivent, mais sont cruciaux pour la description des valeurs propres de Hecke
sur la forme compagnon qu’on veut construire.
La filtration de Hodge sur le complexe de de Rham induit sur le complexe
BGG dual la filtration beˆte. On en de´duit les gradue´s de H3ldR(X,Vλ) :
gr0H3ldR = H
3(X,ω3−ℓ,3−k), grℓ−2H3ldR = H
2(X,ωℓ−1,3−k),
grk−1H3ldR = H
1(X,ωk,4−ℓ), grk+ℓ−3H3ldR = H
0(X,ωk,ℓ).
(20)
Les hypothe`ses de de´composabilite´ partielle des Cas 1, 2, 3 de la section
pre´ce´dente ont une traduction via le the´ore`me de comparaison e´tale–cristallin
de Faltings [7], en termes de stabilite´ par le Frobenius cristallin Φ de certains
sous-quotients de la filtration de Hodge sur le Φ-module filtre´ Mπ associe´ a`
la repre´sentation contragre´diente de ρπ,p. Par la the´orie de Fontaine–Laffaille,
on a Mπ = Mπ ⊗O κ ou` Mπ est le Φ-module filtre´, libre de rang 4 sur O,
associe´ a` la repre´sentation contragre´diente de ρπ,p ; par [22], Mπ est facteur
direct du O-module H3cris(X/Fp ,Vλ)⊗O muni du Frobenius cristallin Φ et de
la filtration convole´e de´crite ci-dessus. Par ordinarite´ de ρπ,p, on a une suite
exacte courte de Φ-modules filtre´s
0→M ′π →Mπ →M
′′
π → 0
ou` M ′π et M
′′
π sont libres de rang 2 sur O ; et la surjection Mπ → M
′′
π induit
Filk−1Mπ ∼= M
′′
π et Fil
k+ℓ−3Mπ ∼= Fil
k+ℓ−3M ′′π . Soit Pf,p(X) = (X − α)(X −
β)(X − γ)(X − δ) le polynoˆme de Hecke en p. Ses racines sont ordonne´es
pour que α, β
pℓ−2
, γ
pk−1
, δ
pk+ℓ−3
soient des unite´s p-adiques. Par [31], les valeurs
propres de Φ sur Mπ, resp. sur M
′′
π , sont α, β, γ, δ, resp. γ, δ.
Dans le Cas 1, on suppose que π est donne´e par une forme cuspidale ho-
lomorphe f ordinaire en p ; pour tout premier q ne divisant pas Np, on note
aq,i les valeurs propres des ope´rateurs de Hecke Tq,i (i = 1, 2). On conside`re
la forme diffe´rentielle ωf ∈ H
0(X,ωk,ℓ)⊗O associe´e a` f . Cette forme de´finit
une classe dans Filk+ℓ−3Mπ. Soit [ωf ] ∈ Fil
k+ℓ−3Mπ la classe de cohomologie
de sa re´duction modulo ̟. La traduction de l’hypothe`se de scindage partiel
du Cas 1 en termes de la the´orie de Fontaine–Laffaille est que le Φ-module
filtre´ M
′′
π est scinde´. C’est-a`-dire que Fil
k+ℓ−3M
′′
π, le dernier cran non nul de
la filtration de Hodge de ce module, est stable par le Frobenius. C’est donc
que Φ−δ
pk+ℓ−3
annule Filk+ℓ−3M
′′
π (un argument similaire a` celui de [9] et [4]), et
on en de´duit
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Lemme 6.2 ([30], prop. 9.1). L’image par Φ−δ
pk+ℓ−3
de [ωf ] est d’image nulle
dans M
′′
π.
Soit V , resp. V le lieu ordinaire de X, resp. X ; c’est le Zp-sous-sche´ma
formel ouvert du comple´te´ de X le long de la fibre spe´ciale, de´fini par la non-
annulation modulo p de l’invariant de HasseH. L’endomorphisme de Frobenius
associe´ au sous-groupe canonique agit sur le Zp-sche´ma formel V . Son action
sur la cohomologie log de Rham H
q
ldR(V,Vλ) est compatible avec celle du
Frobenius cristallin Φ.
On peut donc faire agir Φ−δ
pk+ℓ−3
sur la restriction ωf |V de ωf ∈ H
0(X,ωk,ℓ)⊗
O a` V ; un calcul de q-de´veloppement facile montre
Lemme 6.3 ([30], lemme 10.6). La forme ξf = (
Φ−δ
pk+ℓ−3
)ωf |V ∈ H
0(V , ωk,ℓ)⊗O
est non-nulle modulo ̟.
Soit X∗ la compactification minimale de X et notons π : X → X∗ le
morphisme canonique. Soit V
′
:= V − π−1(X0) ou` X0 ⊂ X
∗ et l’ensemble
fini de pointes. Soit HNp l’alge`bre de Hecke abstraite hors de Np sur O et m
l’ide´al maximal engendre´ par ̟ et les Tq,i − aq,i. On sait que la diffe´rentielle
d : ωk,4−ℓ(ℓ−5)→ ωk,ℓ(−3) commute a` l’action des correspondances de Hecke.
La partie technique de la de´monstration du the´ore`me principal consiste alors
a` e´tablir la proposition suivante.
Proposition 6.4 ([30], th. 3). La localisation en m de la suite spectrale donne´e
par la filtration beˆte sur le complexe BGG dual induit une suite exacte courte
0→ H0(V
′
, ωk,4−ℓ(ℓ− 5))m → H
0(V
′
, ωk,ℓ(−3))m → H
w+3(V
′
,K
q
λ)m → 0
dont la re´duction modulo p reste exacte. De plus, le morphisme
Mπ ⊂ H
3
ldR(X,Vλ)m = H
w+3(X,K
q
λ)m → H
w+3(V
′
,K
q
λ)m
se factorise par la projection Mπ →M
′′
π .
Notons que H0(V
′
, ωi,j) = H0(V , ωi,j) = H0(V, ωi,j) par le principe de
Koecher.
Conside´rons alors l’ide´al maximal m˜ de HNp engendre´ par ̟ et les Tq,i −
q−i(ℓ−2)aq,i. Par de´finition du twist par ℓ − 2, on voit que H
0(V , ωk,4−ℓ(ℓ −
5))m = H
0(V , ωk,4−ℓ(−3))m˜(ℓ− 2).
Il re´sulte aise´ment de la proposition et du lemme 6.2 que la re´duction ξf
de ξf modulo ̟ est dans l’image du morphisme ω
k,4−ℓ(V )m˜(ℓ − 2) ⊗ κ →
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ωk,ℓ(V )m ⊗ κ induit par la diffe´rentielle d : K
w+2
λ → K
w+3
λ du complexe BGG
dual.
Ceci montre qu’il existe une forme ωg1 ante´ce´dente de ξf par d
2, vecteur
propre ge´ne´ralise´ pour les ope´rateurs de Hecke hors de Np et pour Up,2 (on ne
sait cependant pas que g1 est vecteur propre ge´neralise´ pour Up,1). La forme
g2 = g1H obtenue par multiplication par l’invariant de Hasse H est de poids
(k′, ℓ′) pour k′ = k + (p − 1) ≥ ℓ′ = 4 − ℓ + (p − 1) ≥ 3 est e´le´ment de
l’espace propre ge´ne´ralise´ H0(V, ωk
′,ℓ′)m˜ ⊗ κ. Comme cet espace est re´union
croissante d’espaces de dimension finie stables par les ope´rateurs de Hecke, il
contient une forme propre g3. Soit ]V [ le tube rigide de l’ouvert V de la fibre
spe´ciale de X. Par une variante simple du Going-Down Lemma de Cohen–
Seidenberg, le syste`me de valeurs propres de g3 se rele`ve en un syste`me de
valeurs propres en caracte´ristique ze´ro, qui de´finit une forme propre p-adique
dansH0(]V [, ωk
′,ℓ′)⊗O qui a les proprie´te´s voulues : elle est propre pour les Tq,i
(q premier a` p) et pour Up,2 et ses valeurs propres λq,i sont congrues modulo
̟ aux valeurs propres q−i(ℓ−2)aq,i pour q premier a` Np, et λp,2 est congrue a`
αβ
pℓ−2
(elle est en particulier ordinaire pour Up,2). Voir [30], sect. 10.3 pour les
de´tails. Cette forme p-adique est conjecturalement ordinaire pour Up,1. Il est
facile de voir, par exemple par la the´orie de Hida, qu’elle serait alors classique.
L’e´nonce´ contenu dans [30] (voir section 5) est le suivant
The´ore`me 1. Soit N un entier sans facteurs carre´s et soient k, ℓ deux entiers
tels que k ≥ ℓ ≥ 3. Soit f une forme cuspidale holomorphe de poids (k, ℓ) de
niveau N , propre pour les ope´rateurs de Hecke Tq,1, Tq,2 (q premier a` N). Soit p
premier tel que p−1 > k+ℓ−3, p ne divise pas N , et tel que f est ordinaire en p
(voir de´f. 3.1). Soit ρf,p : Gal(Q/Q)→ GSp4(O) la repre´sentation galoisienne
p-adique associe´e et ρ = ρf,p sa re´duction modulo l’ide´al maximal (̟) de O.
Supposons que
(i) l’image de ρ contient Sp4(κ
′) pour un corps fini κ′,
(ii) ρ est minimalement ramifie´e en tout premier divisant N (cf. [13], sect. 3 ),
(iii) les nombres α, β
pℓ−2
, γ
pk−1
, δ
pk+ℓ−3
sont deux a` deux distincts dans le corps
re´siduel,
(iv) on est dans le Cas 1 pour la restriction de ρ a` Ip.
Alors, il existe une forme g cuspidale p-adique de poids (k′, ℓ′) = (k + (p −
1), 4−ℓ+(p−1)) et de niveau N , propre pour les ope´rateurs de Hecke Tq,1, Tq,2
(q premier a` pN), Tp,2-ordinaire, telle que
ρg,p = ρf,p ⊗ ω
2−ℓ.
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L’existence d’une forme compagnon classique dans le Cas 1 ainsi que pour
les six autres syste`mes de valeurs propres de Hecke (c’est-a`-dire pour les huit
premiers poids de Serre), a e´te´ e´tablie re´cemment par Gee–Geraghty [11]
sous des hypothe`ses faibles, par un the´ore`me de modularite´ reposant sur des
re´sultats nouveaux de rele`vement modulaire.
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